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Применение метода Галеркина в задаче о гармониче-
ском нагружении пространства с трещиной

(Представлено академиком НАН Украины А.Н. Гузем)

Рассмотрим однородное, изотропное и линейно упругое трехмерное пространство, со-
держащее трещину без начального открытия, расположенную в координатной плоскости
R

2 = {x : x3 = 0}. Предположим, что в пространстве с частотой ω распространяется
гармоническая волна растяжения-сжатия или сдвига.

Под воздействием падающей волны противоположные берега трещины перемещают-
ся относительно друг друга, взаимодействуя между собой. При этом в изменяющейся
во времени области контакта берегов трещины возникают отличные от нуля силы кон-
тактного взаимодействия. Будем предполагать, что для нормальных и касательных ком-
понент векторов разрыва перемещений и контактных сил взаимодействия выполняются
односторонние ограничения Синьорини и закон трения Кулона [1, 2]. Контактное взаимо-
действие берегов трещины существенно влияет на распределение компонент напряженно-
деформированного состояния в окрестности трещины, поэтому влияние упомянутого вза-
имодействия обязательно должно быть учтено при решении задач механики разрушения
для тел с трещинами под воздействием гармонического нагружения.

В работах [2-7] было впервые получено численное решение задач о гармоническом на-
гружении круговой и эллиптической трещин с учетом контактного взаимодействия бере-
гов трещины, проведено исследование распределения коэффициентов интенсивности на-
пряжений нормального отрыва и продольного и поперечного сдвигов, дана оценка влия-
ние контакта берегов трещины. Во всех указанных работах задача решалась при помощи
метода коллокаций с использованием кусочно-постоянной аппроксимации на каждом эле-
менте. Однако, как известно, использование разрывных аппроксимаций приводит к тому,
что утрачивается строгое обоснование сходимости метода, хотя метод коллокаций с посто-
янными элементами и дает во многих случаях хорошие результаты [8].

Следуя [1, 2], представим компоненты векторов нагрузки pj(x, t) и разрыва перемеще-
ний ∆uj(x, t) тригонометрическими рядами Фурье для j = 1, 2, 3

pj(x, t) =
p0

j,cos(x)

2
+

+∞
∑

k=1

(

pk
j,cos(x) cos(ωkt) + pk

j,sin(x) sin(ωkt)
)

,

∆uj(x, t) =
∆u0

j,cos(x)

2
+

+∞
∑

k=1

(

∆uk
j,cos(x) cos(ωkt) + ∆uk

j,sin(x) sin(ωkt)
)

,

коэффициенты которых связаны системой граничных интегральных уравнений [1, 2, 7]:

pk
n,cos(x) − ipk

n,sin(x) =

−

3
∑

j=1

∫

Ω

(

FRe
nj (x,y, ωk) + iF Im

nj (x,y, ωk)
) (

∆uk
j,cos(y) − i∆uk

j,sin(y)
)

dy,
(1)

где FRe
ij (x,y, ωk) и F Im

ij (x,y, ωk) - действительные и мнимые части фундаментальных ре-
шений динамической теории упругости Fij(x,y, ωk), которые в рассматриваемом случае
имеют вид [2-7].
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Будем искать решение системы граничных интегральных уравнений (1) при помощи
метода Галеркина с пробным решением на основе линейных конечных элементов [8, 9].
Аппроксимируем поверхность трещины Ω множеством плоских треугольных и четырех-
угольных элементов Ωh

l , l = 1, N , тогда пробное решение будет иметь вид:

∆uk
j,cos(y) =

Q
∑

q=1

Nq(y)∆uk
j,cos(y

h,q), ∆uk
j,sin(y) =

Q
∑

q=1

Nq(y)∆uk
j,sin(yh,q),

k ∈ N0 (натуральные числа и нуль), j = 1, 2, 3, y ∈ Ωh :=
N
⋃

l=1

Ωh
l ,

(2)

где Nq(y), q = 1, Q - пробные функции (кусочно-линейные функции формы), а ∆uk
j,cos(y

h,q)
и ∆uk

j,sin(yh,q) - значения неизвестных в узловых точках yh,q.
Аналогичные выражения имеют место для коэффициентов Фурье компонент вектора

нагрузки.
В глобальных координатах функции формы имеют вид

Nq(y) = c0 + c1y1 + c2y2 + c3y1y2,

где коэффициенты c0, c1, c2 и c3 различны для каждого элемента Ωh
l . Внутри элемента

источниками ненулевых вкладов являются узловые неизвестные в углах этого элемента и
связанные с ними функции формы.

Подстановка выражений (2) в систему уравнений (1) позволяет вычислить невязку

Rk
n(x) =

Q
∑

q=1

Nq(x)
(

pk
n,cos(x

h,q) − ipk
n,sin(xh,q)

)

+
3

∑

j=1

Q
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q=1

(

∆uk
j,cos(y

h,q) − i∆uk
j,sin(yh,q)

)

∫

Ωh

(

FRe
nj (x,y, ωk) + iF Im

nj (x,y, ωk)
)

Nq(y)dy,

где k ∈ N0, n = 1, 2, 3.
Для того чтобы получить алгебраические уравнения для определения неизвестных

∆uk
j,cos(y

h,q) и ∆uk
j,sin(yh,q), внутреннее произведение взвешенных невязок полагается рав-

ным нулю:
∫

Ωh

Wm(x)Rk
n(x)dx = 0 для m = 1, Q, k ∈ N0, n = 1, 2, 3,

где Wm(x) - весовые функции, которые в методе Галеркина выбираются из того же семей-
ства функций, что и пробные функции, то есть Wm(x) = Nm(x), m = 1, Q. Это приводит
нас к следующей системе алгебраических уравнений:

Q
∑

q=1

(

pk
n,cos(x

h,q) − ipk
n,sin(xh,q)

)

∫
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Nm(x)Nq(x)dx = −

3
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Q
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(
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×

∫

Ωh

∫

Ωh

(

FRe
nj (x,y, ωk) + iF Im

nj (x,y, ωk)
)

Nm(x)Nq(y)dxdy,

m = 1, Q, k ∈ N0, n = 1, 2, 3.
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С учетом вида фундаментальных решений Fnj(x,y, ωk), матричная форма вышепри-
веденной системы уравнений:

Fk
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k
τ = Pk

τ for k ∈ N0, (3)
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k
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n for k ∈ N0, (4)
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К сожалению, на настоящий момент не представляется возможным получить аналити-
ческие выражения для двойных интегралов от функций F

Re(Im)
qp (x,y, ωk)Ni(x)Nj(y). По-

этому будем предполагать, что интегрирование по переменной x будет проводиться чис-
ленно с использованием любой квадратурной формулы. Тогда, учитывая наличие в ин-
тегральных ядрах F

Re(Im)
qp (x,y, ωk) гиперсингулярных и слабосингулярных особенностей

[2-7], для вычисления коэффициентов линейных алгебраических уравнений (3) и (4) необ-
ходимо вычислить расходящиеся интегралы вида

Jα,β,a,b
γ (x, Ωh

j ) =

∫

Ωh
j

(x1 − y1)
α(x2 − y2)

βya
1y

b
2

√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
γ dy, (5)
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где
α, β = 0, 1, 2; α + β = 0, 2; γ = 3, 5; γ − α − β = 1, 3; a, b = 0, 1.

В работах [10, 11] для регуляризации подобных расходящихся интегралов была приме-
нена интегральная формула Остроградского-Грина для двумерного оператора Лапласа, и
были получены выражения для случая, когда a = b = 0.

Учитывая ограниченность объема настоящей работы, приведем лишь некоторые вы-
ражения для интегралов (5), полученные с использованием подобного подхода:

J
0,0,0,0
1 (x, Ωh

j ) = −

∫
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∫

∂Ωh
j

(

x1 − y1
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J
0,0,0,0
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∂Ωh
j

(

x1 − y1

r3
n1(y) +

x2 − y2

r3
n2(y)

)

y2dy −

∫

∂Ωh
j

n2(y)

r
dy,
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dy.

Результаты, представленные в настоящей работе, позволяют применить метод Галер-
кина с кусочно-линейными функциями формы для решения задач механики твердого де-
формируемого тела с трещинами при динамическом нагружении с учетом контактного
взаимодействия берегов.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Немецкой Службы Акаде-
мических Обменов (DAAD, Ref. 322, PKZ: A/03/12873).
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Menshykov O.V.
Application of the Galerkin method to solve the problem for the space with

a crack under harmonic loading

The present paper is devoted to the application of the Galerkin method to solve the fracture
mechanics problem for linearly elastic, homogeneous and isotropic solid with a plane crack
under harmonic loading with allowance for the contact interaction of crack’s adjoining faces.
The corresponding systems of linear algebraic equations were obtained. The divergent integrals
in event of piecewise-linear shape functions were regularized.

Меньшиков А.В.
Применение метода Галеркина в задаче о гармоническом нагружении про-

странства с трещиной

Настоящая работа посвящена особенностям применения метода Галеркина при чис-
ленном решении задачи механики разрушения для линейно упругого, однородного и изо-
тропного пространства с плоской трещиной под воздействием гармонической нагрузки при
учете контактного взаимодействия противоположных берегов трещины. Получены систе-
мы линейных алгебраических уравнений задачи. Проведена регуляризация расходящихся
интегралов, которые имеют место при использовании кусочно-линейных функций формы.
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